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Предметом настоящей работы является исследование временных рядов флуктуаций или шумоподобных временных рядов. 
Очень часто такие временные ряды рассматриваются как эталон случайности. Так, например, временные ряды флуктуаций 
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локально такие временные ряды являются совершенно случайными и не несут в себе никакой информации. Поэтому, основные 
методы их исследования являются глобальными, например, функция распределения. 
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1. Введение  
Возможно, что одной из первых попыток локаль-

ного анализа временных рядов являются исследования 
С.Э. Шноля [1, 2]. Используемый в его исследованиях 
гистограммный метод, основанный на попарном экс-
пертном сравнении гистограмм [3], позволил обнару-
жить ряд периодов во временных рядах флуктуаций 
скорости альфа-распада, которые, как уже отмечалось, 
полагаются совершенно случайными.  

Использование экспертного сравнения в процессе 
анализа шумоподобных временных рядов содержит 
ряд неустранимых трудностей: высокая трудоемкость, 
медленность анализа, что не позволяет обрабатывать 
большие массивы экспериментальных данных, субъ-
ективность – наличие систематических ошибок, свя-
занных с особенностями работы человеческого созна-
ния. Для преодоления недостатков гистограммного 
метода был разработан локальный фрактальный ана-
лиз методом всех сочетаний (МВС-анализ) [4-5], кото-
рый обладает теми же свойствами, что и гистограмм-
ный метод [3]: результат экспертного сравнения пары 
гистограмм инвариантен относительно линейных пре-
образований (сдвиги, растяжения, зеркальные отраже-
ния) и относительно перестановок элементов отрезка 
временного ряда на основе которого строятся сравни-
ваемые гистограммы. Результат МВС-анализа инвари-
антен относительно тех же преобразований. 

Применение МВС-анализа к многолетнему мас-
сиву временных рядов флуктуаций скорости альфа-
распада позволило обнаружить устойчивый спектр пе-
риодов [6-7]. Было показано, что большинство перио-
дов из найденного спектра совпадает с периодами соб-
ственных колебаний Земли. Также был показан его 
универсальный характер: периоды, найденные во вре-

менных рядах флуктуаций процессов различной при-
роды совпадают с соответствующей частью данного 
спектра. 

Дальнейшие исследования позволили уточнить ряд 
периодов найденного спектра [8], а также выявить но-
вые, в том числе, не принадлежащие спектру соб-
ственных колебаний Земли [9]. Наряду с совпадением 
найденного спектра со спектрами различных флуктуа-
ционных процессов «земного» происхождения, чрез-
вычайно интересным является его совпадение со спек-
трами периодов ряда астрофизических систем [10-14].  

Также очень интересным и, в первую очередь с 
практической точки зрения, является обнаружение об-
суждаемого спектра периодов в флуктуациях парамет-
ров ряда биологических систем [15-16]. Особенностью 
временных рядов биологического происхождения яв-
ляется, например, ограниченное временное разреше-
ние, сложность в получении временных рядов боль-
шой длины. В этой связи, встает задача разработки и 
тестирования новых методов анализа шумоподобных 
временных рядов. 

Настоящая работа посвящена применению одного 
из методов анализа таких временных рядов – метода 
перестановочной энтропии [17]. Данный метод в силу 
своей простоты и отмечаемой авторами эффективно-
сти в поиске закономерностей во временных рядах по-
лучил широкое распространение и развитие [18-21, 23-
24]. В частности, к примеру, в [20] авторы модифици-
ровали исходный алгоритм Бэндта-Помпа, введя та-
кую величину, как взвешенная перестановочная эн-
тропия и показав её лучшую эффективность по срав-
нению с собственно перестановочной энтропией. Рас-
смотрим подробнее, что она собой представляет, как 
её можно применять и нужно ли её модифицировать. 



2. Перестановочная энтропия. Описание мо-
дели 

Для данного временного ряда {x(i)}i=1N  выберем m-
точечный отрезок X(i) такой, что 

𝐗𝐗(𝐢𝐢) = [𝐱𝐱(𝐢𝐢), 𝐱𝐱(𝐢𝐢 + 𝐥𝐥), … , 𝐱𝐱(𝐢𝐢 + (𝐦𝐦− 𝟏𝟏)𝐥𝐥)], (1) 
где m – размер вложенного во временной ряд отрезка, 
а l – т.н. время запаздывания, то есть интервал, разде-
ляющий между собой значения временного ряда, по-
падающие в X(i). 

Далее расположим элементы отрезка временного 
ряда X(i) в порядке возрастания значений: 
𝐱𝐱[𝐢𝐢 + (𝐣𝐣𝟏𝟏 − 𝟏𝟏)𝐥𝐥] ≤  𝐱𝐱[𝐢𝐢+ (𝐣𝐣𝟐𝟐 − 𝟏𝟏)𝐥𝐥] ≤ ⋯ ≤  𝐱𝐱[𝐢𝐢 + (𝐣𝐣𝐦𝐦 − 𝟏𝟏)𝐥𝐥], (2) 

так, что jt представляет собой порядковый номер эле-
мента временного ряда x в отрезке X(i). Таким обра-
зом, выбранный отрезок временного ряда кодируется 
так называемым порядковым паттерном 

𝐀𝐀(𝐢𝐢) = [𝐣𝐣𝟏𝟏, 𝐣𝐣𝟐𝟐, … , 𝐣𝐣𝐦𝐦], (3) 
m различных символов jt в (3) даёт m! различных сим-
вольных последовательностей A(i).  

Можно оценить вероятность появления каждой 
символьной последовательности, обозначив каждую 
из них P𝟏𝟏, … , Pk, k ≤ m!: 

𝐏𝐏𝐤𝐤 = 𝐬𝐬{𝐢𝐢|𝐢𝐢≤𝐍𝐍−𝒎𝒎 𝐀𝐀(𝐢𝐢)∈𝛑𝛑}
𝐍𝐍−𝐦𝐦+𝟏𝟏

. (4) 
Здесь s{… } – мощность множества или количество 

перестановок A(i), принадлежащих одному типу 𝜋𝜋. 
Тогда перестановочная энтропия определяется как 

информационная энтропия по формуле Шеннона: 
𝐇𝐇(𝐏𝐏) = −∑ 𝐏𝐏𝛎𝛎 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐 𝐏𝐏𝛎𝛎𝐤𝐤

𝛖𝛖=𝟏𝟏 .  (5) 
Стоит отметить, что максимальное значение H(P) 

достигается для равномерного распределения всех пе-
рестановок, то есть в случае H(P) = log2m! , когда 
Pν = 1 m⁄  и k = m! , поэтому как правило, вводится 
нормирующий множитель:  

𝐡𝐡𝐩𝐩 = 𝐇𝐇(𝐏𝐏) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐𝐦𝐦!⁄ ,  (6) 
в этом случае 0 ≤ hp ≤ 1. 

Чем более регулярным (периодическим, квазипе-
риодическим и т.п.) является сигнал, тем меньше зна-
чение hp. И наоборот, чем более случайным является 
сигнал, тем ближе данное значение к единице. Таким 
образом, уменьшение значения hp есть свидетельство 
проявления регулярной компоненты во временном 
ряду. 

3. Параметры модели 
Обсудим существенные параметры модели. Пер-

вый значимый параметр, N  или длина временного 
ряда. По выбору исследователя можно оценить вре-
менной ряд как целое, рассчитав для него перестано-
вочную энтропию, а можно разбить временной ряд на 
сумму пересекающихся или непересекающихся отрез-
ков и оценить перестановочную энтропию каждого от-
резка.  

Следующим важнейшим параметром является дли-
тельность m отрезка X(i), для которого строится по-
рядковый паттерн A(i). Бэндт и Помп [2] для практи-
ческих целей рекомендуют выбирать значения m ∈
[3,7], некоторые авторы [9] доходят до 8. А в [4] ав-
торы отмечают, что зачастую более достоверные ре-
зультаты достигаются для m = 5,6,7, тогда как m =

3,4  оказывается недостаточным. Однако при этом 
должно выполняться важное ограничение, связанное с 
предыдущим параметром, а именно: 

𝐦𝐦! ≪ 𝐍𝐍.  (7) 
Ещё одним значимым параметром является так 

называемое время запаздывания l. Этот параметр ха-
рактеризует, как далеко друг от друга отстоят члены 
временного ряда, для участка которого строится по-
рядковый паттерн A(i). Бэндт и Помп [2] рекомендо-
вали l = 1, то есть использовать для построения по-
рядкового паттерна соседние значения ряда. Вместе с 
тем, некоторые авторы, подобно [4] используют боль-
шие значения времени задержки до l = 10. Точно так 
же, такой шаг требует, как минимум, на порядок уси-
лить ограничение (7): 10m! ≪ N. 

4. Модификации модели 
Можно указать как минимум две существенные 

модификации модели, кроме того, можно использо-
вать ещё один дополнительный параметр, в основу 
расчета которого положена перестановочная энтро-
пия. 

Первая из них так и называется авторами [3] – мо-
дифицированная перестановочная энтропия. Она ре-
шает одну существенную проблему, а именно про-
блему равных значений во временном ряду. На эту 
проблему указывали уже сами авторы, Бэндт и Попм 
[2], и предлагали как минимум два способа её реше-
ния. Во-первых, можно равным значениям временного 
ряда, то есть когда 

𝐱𝐱�𝐢𝐢 + �𝐣𝐣𝒌𝒌𝟏𝟏 − 𝟏𝟏�𝐥𝐥� =  𝐱𝐱�𝐢𝐢 + �𝐣𝐣𝒌𝒌𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�𝐥𝐥�,  (8) 
присваивать разные значения индексов в соответствии 
с порядком следования этих значений во временном 
ряду. То есть когда j𝑘𝑘1 < j𝑘𝑘2 , в порядковый паттерн 
A(i) j𝑘𝑘1  входит с меньшим на единицу значением, чем 
j𝑘𝑘2 . Другой способ состоит в том, что можно нарушить 
равенство значений добавкой малого случайного воз-
мущения. 

Оба этих способа существенно смещают резуль-
таты в случае большого количества равных значений 
во временном ряду. В этой ситуации авторы [3] факти-
чески предлагают следующий выход – явно учитывать 
те порядковые паттерны, которые соответствуют от-
резкам с равными значениями элементов временного 
ряда, присваивая таким значениям равные же значе-
ния индексов j𝑘𝑘1 = j𝑘𝑘2 . Вся модификация, таким обра-
зом сводится к учёту в знаменателе формулы (6) ещё 
и таких порядковых паттернов, их число становится 
больше, чем m!: для m = 3 их становится 13, для m =
4 – 73 и т.д. [3, Таб. I]. 

Следующая модификация алгоритма – т.н. взве-
шенная перестановочная энтропия [5]. Здесь в числи-
тель и знаменатель формулы (4) вводятся весовые ко-
эффициенты, получаемые как среднеквадратичное от-
клонение, рассчитанное для каждого отрезка времен-
ного ряда X(i), по которому строится порядковый пат-
терн A(i): 

𝛚𝛚𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
𝐦𝐦
∑ �𝐱𝐱[𝐢𝐢 + (𝐣𝐣 − 𝟏𝟏)𝐥𝐥] − 𝐗𝐗�𝐢𝐢

𝐦𝐦,𝐥𝐥�
𝟐𝟐𝐦𝐦

𝐤𝐤=𝟏𝟏 ,  (9) 



где X�i
m,l  – среднее значение временного ряда на от-

резке X(i). Таким образом, каждый порядковый пат-
терн A(i) входит со своим весом ω𝑖𝑖 в общую формулу 
(4). 

На основе перестановочной энтропии может быть 
рассчитана ещё одна величина – мера статистической 
сложности [7]: 

𝐂𝐂𝐣𝐣𝐬𝐬 = 𝐐𝐐𝐣𝐣[𝐏𝐏,𝐏𝐏𝐞𝐞]𝐡𝐡𝐬𝐬[𝐏𝐏], (10) 
где P рассчитывается по формуле (4), Pe = 1 m!⁄  есть 
равномерное распределение, hs – перестановочная эн-
тропия (6) (можно использовать и другой такого рода 
параметр, но в данном случае использован этот), а 
Qj[P, Pe] рассчитывается по формуле: 

𝐐𝐐𝐣𝐣[𝐏𝐏,𝐏𝐏𝐞𝐞] = 𝐇𝐇[(𝐏𝐏+𝐏𝐏𝐞𝐞) 𝟐𝟐⁄ ]−𝐇𝐇[𝐏𝐏] 𝟐𝟐⁄ −𝐇𝐇[𝐏𝐏𝐞𝐞] 𝟐𝟐⁄
𝐐𝐐𝐦𝐦𝐦𝐦𝐱𝐱

,  (11) 
а Qmax – максимальное возможное значение Qj[P, Pe], 
достигаемое, когда одна из компонент P  равна 1, а 
остальные исчезают, то есть, 
𝐐𝐐𝐦𝐦𝐦𝐦𝐱𝐱 = −𝟏𝟏

𝟐𝟐
�𝐦𝐦!+𝟏𝟏
𝐦𝐦!

𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐(𝐦𝐦! + 𝟏𝟏) − 𝟐𝟐𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐(𝟐𝟐𝐦𝐦!) + 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐𝐦𝐦!�. (12) 
Величина (10), таким образом, есть мера отклоне-

ния истинного распределения порядковых паттернов 
от равномерного распределения. 

5. Методика обработки экспериментальных 
данных 

Опираясь на материал предыдущего раздела, 
можно предложить следующий алгоритм обработки 
экспериментальных данных. Чтобы сравнить переста-
новочную энтропию с другими методиками обработки 
экспериментальных данных, будем поступать анало-
гично [1], то есть поделим временной ряд на 60-точеч-
ные участки, для каждого из которых будем считать 
перестановочную энтропию. 

Поскольку длина ряда, таким образом, будет огра-
ничена N = 60 значениями, это накладывает жёсткие 
ограничения на параметры модели перестановочной 
энтропии, а именно m = 3, l = 1. То есть порядковый 
паттерн строится для 3-точечного отрезка, при этом 
сам отрезок не содержит пропусков, т.е. включаются в 
расчёт именно соседние значения. 

Таким образом, экспериментальные данные обра-
батываются в соответствии со следующим алгорит-
мом: 

1. Берём временной ряд длительностью более 1000 
точек. 

2. Разбиваем временной ряд на непересекающиеся 
отрезки по 60 точек. 

3. Берём первый 60-точечный отрезок. 
4. Берём первых m = 3  значения временного 

ряда: 𝑥𝑥i+(j1−1)l=1, 𝑥𝑥i+(j2−1)l=2, 𝑥𝑥i+(j3−1)l=3. 
5. Так как 𝑖𝑖 = 1, l = 1 , получаем, что j1 = 1, j2 =

2, j3 = 3. 
6. Проверяем значения ряда 

𝑥𝑥i+(j1−1)l=1, 𝑥𝑥i+(j1−1)l=2,𝑥𝑥i+(j1−1)l=3  на наличие равных 
значений. 

А) Если таковых нет, располагаем члены ряда в 
порядке возрастания значений, допустим 
𝑥𝑥i+(j2−1)l=2 < 𝑥𝑥i+(j1−1)l=1 < 𝑥𝑥i+(j3−1)l=3, и получаем по-
рядковый паттерн Ai=1 = [2,1,3] ∈ π1 первого типа 
π1. 

Б) Если таковые находятся, к примеру, 
𝑥𝑥i+(j2−1)l=2 < 𝑥𝑥i+(j1−1)l=1 = 𝑥𝑥i+(j3−1)l=3, то распола-
гаем эти значения в соответствии с j1 < j3 (и в этом 
примере получаем паттерн того же типа Ai=1 =
[2,1,3] ∈ π1). 
7. Далее увеличиваем i на единицу (i = 2) и берём 

соответствующие три значения временного ряда 
𝑥𝑥i+(j1−1)l=2, 𝑥𝑥i+(j2−1)l=3, 𝑥𝑥i+(j3−1)l=4. 

8. Для них повторяем пункты 5. (получая также, 
что j1 = 1, j2 = 2, j3 = 3, поскольку 𝑖𝑖 = 2) и 6., полу-
чая следующий паттерн Ai=2 ∈ πk , где k ∈ [1,6], по-
скольку 3! = 6. 

9. Продолжаем процесс получения значений Ai до 
Ai=58. 

10. Подсчитываем s[πk]  – мощность множества 
значений каждого из 6 типов паттернов πk. 

11. Подставляем полученные величины в числи-
тель формулы (4) при N = 60, m = 3 и получаем зна-
чения P𝑘𝑘 , k ∈ [1,6]. 

12. Затем подставляем значения P𝑘𝑘 в формулу (5), 
получая H[P]. 

13. Нормируем значение H[P] по формуле (6), по-
лучая hP, т.е. значение перестановочной энтропии для 
первого отрезка временного ряда из 60 точек. 

14. Берём следующий отрезок временного ряда из 
60 точек, для которого повторяем изложенную выше 
последовательность действий 4. – 13. 

15. Получаем построенный по 60-точечным отрез-
кам массив значений hP для данного временного ряда, 
на основании которого можно говорить о степени ре-
гулярности временного ряда и характере её измене-
ния. 

Обращая внимание на проблему равных значений, 
представляется целесообразным дополнительно по-
считать модифицированную перестановочную энтро-
пию. Алгоритм практически тот же, меняются только 
следующие пункты: 

6. Проверяем значения ряда 
𝑥𝑥i+(j1−1)l=1, 𝑥𝑥i+(j1−1)l=2,𝑥𝑥i+(j1−1)l=3  на наличие равных 
значений. 

Б) Если таковые находятся, к примеру, 
𝑥𝑥i+(j2−1)l=2 < 𝑥𝑥i+(j1−1)l=1 = 𝑥𝑥i+(j3−1)l=3,  считаем, что 
j1 = j3 = 1 и получаем паттерн типа Ai=1 = [2,1,1] ∈
π1́ 
8. Для значений 𝑥𝑥i+(j1−1)l=2, 𝑥𝑥i+(j2−1)l=3, 𝑥𝑥i+(j3−1)l=4 по-

вторяем пункты 5. (получая также, что j1 = 1, j2 =
2, j3 = 3, поскольку 𝑖𝑖 = 2) и 6. Получаем следующий 
паттерн Ai=2 ∈ πḱ, где ḱ ∈ [1,13], поскольку число ти-
пов паттернов теперь составляет ḱ3(3) = 3! + 3 ×
2! + 1! = 13. 

13. Нормируем значение H[P] по формуле 
𝐡𝐡𝐩𝐩 = 𝐇𝐇(𝐏𝐏) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐 ��́�𝐤𝐦𝐦(𝐦𝐦)�� = 𝐇𝐇(𝐏𝐏) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐𝟏𝟏𝟏𝟏⁄ . (13) 
Таким образом, посчитав перестановочную энтро-

пию hP  и модифицированную перестановочную эн-
тропию h́P , можно будет, во-первых, сравнить два 
подхода в рамках одного метода, во-вторых, посмот-
реть, какие закономерности во временном ряду можно 
выявить с помощью обоих типов параметризации. 
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